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UNE CARACTERISATION SUR LE PRINCIPE RELATIF
DE DOMINATION POUR LES NOYAUX
DE RIESZ-FROSTMAN
MASAYUKI ITO
(Received September 13, 1972)
1. Introduction et r€sultat
Soit Rn 1 'espace euclidien a dimensions n ( ^ 1); on note par x=(xly tf2, ••-,#„)
n
son point et pose \x| =(2^/2)1/2- P° u r u n nomber a avec 0 < a < n , le noyau de
Riesz-Frostman d'ordre a est une fonction x^>\x\a~n sur Rn, et il s'ecrira sym-
noliquement r*""*. Pour une mesure de Radon reelle p dans Rny le potentiel de
Riesz-Frostman d'ordre a par /z, est ddflni par
des que la convolution r* w*/z, a un sens.
La notion du principe relatif de domination a ete explicitement introduite
par N. Ninomiya (cf. [4]), et il Ta discute pour les noyaux de Riesz-Frostamn
(cf. [5]). Cette amelioration est obtenue dans [2], qui est l'enonce suivant:
Soient a, ft deux nombres avec 0 < a ^ 2 et a^j3<n. Alors r*~n satisfait
au prinicipe de domination relatif a r^~n\ c'est-a-dire, quelles que soient fi, v
mesures de Radon positives dans i?w a support compact et avec
; a)= J i#\x)dn{x)< +
x)i*iff\x) partout sur Rn des que la meme indgalitd a lieu sur le support de
[I, SUpp (/i).
Cela se base tout a fait sur le principe de domination pour r*~*15, et ce resultat
est generalise pour les noyaux de convolution de Hunt (cf. [3]).
Dans cette note, nous discuterons son inverse.
1) Si ra n satisfait au principe de domination relatif a lui-meme, on dit simplement que cela
satisfait au principe de domination.
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ThSoreme. Soit a un nombre avec 0<a<n. Alors Venonce suivant a lieu
si et settlement si 0 < a ^ 2 .
/ / existe un noyau de convolution borne N (=(= 0) sur Rn invariant par rotations2)
relatif auquel r*~n satisfait au principe de domination; c'est-d-dire, quelles que soient
fi une mesure de Radon positive dans Rn a support compact et cp une fonction non-
negative, finie et continue dans Rn a support compact, u^^N^cp partout sur Rn
des que u^{x)i^N*cp{x) sur supp (//,).
2. Deux lemmes
Remarquons d'abord la formule de Riesz. Pour deux nombers positifs a,
/3 avec a^-/3<.n, il existe une constante positive C(a, /3) telle que
r»-"*rf*-H = C(a, f3)r*+fi-n
(cf. [6]). On designe par A Foperateur differentiel qui verifie Ar2~n=— 8 au
sens des distributions, ou 8 est la mesure de Dirac a Forigine, et alors A est
proportionnel au laplacien ordinaire sur Rn. Pour 0 < a < 2 , la distribution
pf. r~*~n est de la forme
pf. r-«-\cp) = \(<p(x)-<p(0))\x\-«-"dx
pour toute fonction infiniment derivable cp dans Rn a support compact, et alors
il existe une autre constante positive A(a) telle que
A(a)(pr. r-«-")*r«-n = -€
au sens des distributions (cf. par exemple, [1]). On note Aa/2^A(a)pf. r~"~n.
Soit a un nombre avec 0<a<n; on appelle Tindice de a Tentier non-n6gatif
p tel que 0<— — p^ 1, et on ecrit A*/2 = A^*A{Ctf/2)"*} des que p^ 1. Dans ce
cas, on a
)£r C(2p,
 a-2p)C(2(p-l), 2)..-C(2, 2)
L e m m e 1. Soient a un nombre avec 0<a<n et N un noyau de convolution
borne sur Rn, et supposons que ra~n satisfait au principe de domination relatif a N.
Alors, pour une fonction non-negative, finie et contiue q> dans Rn a support compact,
il existe une mesure de Radon positive /4 dans Rn et une constante non-negative c<p
telles que
2) Un noyau de convolution N sur JRW signifie une mesure de Radon positive dans Rn. On
dit qu'il est borne si, quelle que soit cp une fonction finie et continue a support compact,
N*(p est bornee.
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u^+Cy = N*<p sur Rn.
En effet, d'apres la theorie generale du balayage (cf. [4]), pour un entier
positif ra, il existe une mesure de Radon positive n!m portee par B telle que
(x) sur Rn et u^{x) = N*<p(x)a-p.p.p. sur BJ\
oii Bm= {x e Rn; | x | ^  m). La suite (uc^)%=1 converge fortement vers N*cp dans
Lloc avec m->+oo4\ La suite (fifm)m^ etant vaguement bornee, on peut supposer
qu'il existe une mesure de Radon positive /4> dans Rn telle que (//,£„)«=1 converge
vaguement vers fi'v avec m—>+oo. On a N^cp^u^ sur i?*, d'apres la semi-
continuite inferieure de ra~n. La suite {u^)Z^i etant umiformement bornee sur
jRw, on obtient que la suite (A*72**^)^! converge vers A*/2* (N*<p) au sens des
distributions dans Rn avec m->°o. Done
Aa>/2*(A^*^>-<^)) - lim A^*( I IV—M^ 3 ) - 0
au sens des distributions dans Rn. Pour une fonction inflniment derivable y]r
dans Rn a support compact, la fonction (N*(p—u^)*ty est bornee, et par suite
elle est egale a une constante. En effet, on a
pour tout x de Rn des que l'indice p de a est ^ 1. Dans ce cas, d'apres le
resultat de Riesz concernant la f—— p j-harmonicite (cf.[6]),,
est egale a une constante, et done elle est egale a 0. Par recurrence, (
est aussi egale a une constante. La fonction \Jr etant quelconque, il existe une
constante non-negative cv telle que N*<p—u(fi:>=cv presque partout sur Rn.
Posons
l< —
0, |*| >±
m
 y
ou cm est une constante positive telle que Ton ait I fm dx = 1. On a alors
ij^°i^ ( Y\ — l i m 1 ii^ty^fv—
U
^ w —
 Ml
lim
3O) u^ \x
3) Une propriete a lieu a-p.p.p. sur un sous-ensemble X de i?w si, quelle que soit ^ une mesure
de Radon positive dans Rtt avec supp(X) C X et I(X;a) <-j-oo> elle a lieu presque partout
pour X.
4) L/oc est I'espace vectoriel topologique usuel des fonctions localement sommables dans Rn.
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sur Rn> d'ou N*(p = uffi-\-c<p partout sur Rn.
Dans ce cas, la couple (/4, *v) est uniquement d6terminee. En effet, soit
(/4'> cv) u n e autre couple qui verifie la prdsente condition. Alors, quelle que
soit yjr une fonction finie et continue dans Rn a support compact,
lim (ucf—uQf)*Mx) = 0 .
et done c(p=cftp. L'autre dgalite ^=^ rdsulte immddiatement du principe
d'unicite pour r*~n 5)
Corollaire 1. Soient a, /3 deux nombres avec 0<a , yS<w. Si ra~n satisfait
au principe de domination relatif a r^~n, on a alors a^/3.
En effet, d'apres le pr6sent lemme, pour une fonction non-n6gative, finie
et continue <p dans Rn a support compact, il existe une mesure de Radon positive
/4 dans Rn telle que u^=u^ partout sur Rn> ou <p d6signe aussi la mesure
positive avec la density <p. Supposons a>/3; alors, d'apres la formule de Riesz
et le th£oreme de Fubini,
*
) =
 < M - ^ « ( r 3 ) ) surR".
On a done, d'apres le principe d'unicitd pour r^~n ,
Si >^=4=0, alors /4=i=0 et par suite u^~^ est a support non-compact, d'ou une
contradiction. Par consequent, a^j3.
Lemme 2. Soit /i une mesure de Radon positive dans Rn a support compact
et invariante par rotations. Si supp (//,) $0 , alors, quel que soit a un nombre
avec 0<a<w, u^ estfini et continu dans Rn.
De la maniere usuelle, il existe une mesure positive X dans R+—
port£e par un intervalle ferm6 $ 0 telle que
ou <rr est la mesure uniforme sur Sr= {xEiRn; \x\ =r} de masse totale d'unitd.
Le potentiel u^ 6tant fini et continu dans RM, u^ Test aussi.
5) Cela signifie que, quelle que soit X une mesure de Radon reelle dans Rn, X=0 si et seule-
ment si u}^=0. Cela resulte evidemment de
= 0 .
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3. La demonstration du th6oreme
II suffit de voir que si l'enonce dans theoreme a lieu, alorsO<a^2, car son
inverse est dej& connu. Soit cp une fonction non-negative, non-zero, finie et
continue dans Rn k support compact et invariante par rotations; alors, d'apres le
lemme 1, il existe une mesure de Radon positive X dans Rn et une constante c^>0
telles que N*<p=u%*'*-\-c partout sur Rn. D'apres l'unicitd de la couple (X, c)y
X est invariante par rotations. Pose yjr=X*<p et C=c ypdx. Ayant iV=|=0, on a
(^ry C)4=(0, 0). On choit deux nombers positifs rly r2 avec r^r2 tels que
supper) ct C(0; r19 r2) ou supp{ty) n C(0; rvr2) = 4>,
ou C(0; rv r2) = {x^Rn; r^ \x\ ^r2}. En utilisant encore la theorie g6nerale
du balayage (cf. [4]), il existe une mesure de Radon positive //,' dans Rn portde
par C(0; rly r2) telle que
u&^u^+C sur Rn et %£& = ttf+C a-p.p.p. sur C(rly r2),
car uc^+C=N^^(p sur Rn. Dans ce cas, / / est uniquement determinee,
d^pres le principe d'6nergie pour ra~n 6), et done p! est invariante par rotations.
Supposons a>2 et soit/) Tindice de a; alors
au sens des distributions dans {x^Rn; r x < \x\ <r 2 }, et done
.C06-2P') 4.CC6-2P)
U^f UyJ,
presque partout dans {x^Rn; rx< \x\ <r2}. On a ity-2"=tfi*-2"*<p, et done
uft~2p:> est fini et continu dans Rn. D'autre part, d'apres le lemme 2, u^'2^
est fini et continu dans Rn. Done
!#-"> = < " 2 ^ w C(0; rlf r2).
D'apres le principe de domination et le principe d'unicite pour rC(*~2p:>~ny on a
4 ? - 2 ^ 4 " - 2 / 0 JMT i?w et u%-2p:>mu<f-2» (resp. / = 0)
des que \|r=(=0 (resp. \|r=0). Par consequent.
r
2p
~
n
* (utf-^-utf-^X) sur Rn (resp. i4-2«-nJ?-«»=0)
des que -vJr^ O (resp. \/r=0). Mais cela est en contradiction avec u^=uc
6) Cela signifie que, quelle que soit X une mesure de Radon reelle dans Rn avec / (\X \ ;«)< + ©o,
X=0 si et seulement si / (X ;a)=0. Cela resulte du fait que la transformation de Fourier de
r
a
~
n
 est egale aCr"* (cf. [I]), ou C est une constante positive.
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sur C(0; rly r2), d'ou a^2. La demonstration est ainsi complete.
Corollaire 2. Soit a un nombre avec 0<a<n. S'il existe un nombre j3
avec O</3<7* tel que r*~n satisfasse au principe de domination relatif a rp~n, alors
Notre methode reste valable pour les noyaux besseliens.
REMARQUE. Soit a un nombre positif quelconque ; on note ka le noyau besselien
d'ordre a. Pour que Venonce suivant ait lieu, ilfaut et il suffit que 0 < a ^ 2 .
/ / existe un noyau de convolution borne N sur Rn invariant par rotations tel
que ka satisfasse au principe de domination relatif a N.
On remarque ici que ka est une fonction continue au sens large dansi?w
dont la transformation de Fourier est egale a 1/1(+ l^l2)^2. Le potentiel
besselien d'ordre a par une mesure ^ est defini par
,CoO/r\_ \k (r—
des que cette convolution a un sens.
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